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Niech (X, F, 1) przestrzen z miara.

Def. Funkcja f : X — R jest u-catkowalna na zbiorze A € F jezeli
funkcja 14 - f jest u-catkowalna i wtedy piszemy

/fd,u::/]lA-fdu
A X

Uw. Jesli f catkowalna na X, to f catkowalna na kazdym A € F.
Uw. Jesli A € F, to trojka (A, Fa, a), gdzie Fa:={BNA:B € F} oraz
MA = [t|F,, jest przestrzenig z miara. Funkcja f : X — R jest p-catkowalna
na A <= f|a jest pa-catkowalna i wtedy [, fdu = [, fladua.

Stwl. Jesli f : X — R catkowalna na X, oraz A, B € F roztaczne

/ fdu:/fd,u—l—/fd,u.
AUB A B

A nawet wiecej, dla dowolnych parami roztacznych {A,}0°; C F
o0
/ fdu=> f du, gdzie szereg jest zbiezny bezwglednie.

[e’e]

Ll An n=1J A,
n=1
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Dowdd: (1) Jesli A, B € F roztaczne, to 14,8 = 14+ 15 i stad
T fdn [ las-fdu= [,(Laf + ]le) dp

mMOE [ af dpu+ [, Mgfdp [, fdu+ [4fdu.
Niech teraz {A,}>; C F parami roztaczne.
(2) Zatézmy, ze f > 0. Wtedy Ly g, f /A= a,f. Stad

def Levi
Jx e, afdp = I| fx v a,f dn

Jugeya, =

2 lim i [y Fdu® Z Jy Fdp.
(3) Jesli f: X = R doonna ca’rkowalna (na |2, A), to
fugglAnfd“:fu” A d:“_fuoo a, fdu
DS Jo frdn=3 Jo f du=3 [, fdu

Szereg ten jest beznganle zbiezny, bo
) )
Donet | fa, Fdul < 32000 [y, 1fldp = f|_|g<:>1 An

fldu < oo [
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Def. Jezeli jakas wtasnos¢ m = 7(x) zachodzi dla wszystkich x € X
poza zbiorem N € F o mierze zerowej, tzn. u(N) = 0, to méwimy, ze
witasnos¢ 7 zachodzi u-prawie wszedzie, w skrécie u-pw.

Stw2. ()sz,upW=>fod,u:0
(ii) [ [fldp =0 <= f =0 p-pw.

Dowdd: (i). f = 0 u-pw oznacza, ze N := {x : f(x) # 0} ma miare
zero. Catka po zbiorze o mierze zerowej wynosi zero‘ Zatem

Stw
£ ™™ [ fdu+ fyfdu= [ y0du+ [yfdup=0+0=0.

(i1). Implikacja ‘<<=" wynika z (i). Implikacja ‘=" wynika z

Ves0 w({x : |f(x)] > / || du (nieréwnosé

Dowdéd nieréwnosci Markowa: Korzystamy z monotonicznosci catki
pxIFO)1= ) = Sx Lpelreolzey A = Jx elpelroley dH
f
< fx Bperpoze du < [ L du =1 [ Ifldu.,



Rzeczywiscie,
p({x - £(x) # 0}) = p({x : [F(x)| > 0}) = pu({x : Ixen|f(x)| > 1/k})

= i(Ugenx s 1)1 > 1/k}) 8 lim pu({x 2 [£(x)] > 1/k})

Markow
< Jim ok [y |fl dp.

Zatem [, |f|dp=0= pu({x:f(x)#0}) =0, czyli f =0 p-pw. W
Wn. Jesli £ : X — R nieujemna i p-catkowalna, to wzér
v(A) = / fdu, AcF, (1)
A

definiuje miare (skoficzona) na F. Ponadto, miara v : F — [0, 00)
wyznacza funkcje f jednoznacznie z doktadnoscia do réwnosci p-pw.

Def. Jesli zachodzi (), to f oznaczamy Z—Z i nazywamy gestoscia lub

tez pochodna Radona-Nikodyma miary v wzgledem miary p.
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Dowé6d Whiosku: Ze Stwl wynika, ze v(A) = [, f dp o-addytywna.
Skoro v(0) = [, fdu= [} Tpfdu= [, 0du =0, to v jest miara.
.Jednoznacznos¢ pochodnej”. Niech fi, f, : X — R spetniaja (1).
Rozbijmy zbiér N := {x : fi(x) # f(x)} na Ny = {x: A(x) > H(x)}
oraz N = {x : fi(x) < fo(x)}. Wtedy

Stwl Stwl
Ixlh—fldu = [ 1A—fldpn 2 [ |h—fldu+ [y, |A—fHldu

= h—fhdut o~ hidu
:lefldﬂ_leﬁdN‘i‘ szfédM_szfld/J’

D (M) = (W) + (W) — (W) = 0.

Zatem |f; — 2| = 0 p-pw na mocy Stw2. Réwnowaznie f; = f u-pw. B

Prz. Niech (2, F, P) przestrzen probabilistyczna. Zmienna losowa
¢ : Q — R ma rozktad ciagly, gdy miara p(A) := P(£71(A)),
A € B(R), posiada gestos¢ wzgledem miary Lebesgue’a A. Wtedy

gestosc rozktadu zmiennej &€ = pochodna Radona-Nikodyma %

Pytanie: Kiedy istnieje gestos¢ (pochodna Radona-Nikodyma)? e/1:



Def. Miara v na F jest absolutnie ciagta wzgledem miary p jezeli

VacrF /L(A) =0 = V(A) =0,

czyli “v ma wiecej zbioréw miary zero niz i". Piszemy wtedy v < p.

Twierdzenie Radona-Nikodyma

Niech 1, v miary na (X, F) oraz p jest o-skoficzona. Miara v ma
gestos¢ wzgledem i <= v jest absolutnie ciagta wzgledem p. Tzn.

v = 0 Vacr V(A)Z/fdu f=G
A

Dowéd w ’(atwq stronq Jesli gestos¢ f = dv/du istnieje oraz
1(A) =0, to v(A) = [, du =0, bo catka po zbiorze o mierze
zerowej wynosi zero. Dowéd w trudna strone dla chetnych. W/



Prz. Zmienna losowa & : 2 — R ma rozktad ciggly <= pe < A ‘
tzn. P({ € A) = 0 dla kazdego zbioru A € B(R) o zerowej d’rugoécig

Miara Lebesgue’a-Stieltjesa g jest zadana przez niemalejaca i lewo-
stronnie ciagta F : R — R warunkiem V., Ae([a, b)) := F(b) — F(a).

Tw. A\fr K A <= F : R — R jest rézniczkowalna A-prawie wszedzie i

Vach / F/(x)dA = F(b) — F(a). (+)
[a,b)

Zwykta pochodna jest
pochodna Radona-Nikodyma

o - dA
Jesli to zachodzi, to F' = %55 A-pw.

Dowo6d w tatwa strone: Jesli F/(x) istnieje A-prawie wszedzie, to wzor
= [, F'd\, A€ B(R), definiuje miare na B(R). Jesli spetniony
jest warunek (x), to v = Ar na mocy jednoznaczno$ci miary. Wtedy
istnieje pochodna Radona-Nikodyma oraz F' = d)‘F A-pw na mocy
jednoznacznosci gestosci. Dowéd w trudng strone @ dla chetnych. &

Uw. Moze sie zdarzy¢, ze F'(x) istnieje prawie wszedzie, ale A\p € A J
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Prz. Diabelska Funkcja Cantora F : R — R jest ciagta, niemalejaca
i stata na kazdym z przedziatéw wyrzuconych ze zbioru Cantora C:

1+

F‘(foo,o] = 0, F|[1,oo) = 1,
FOOX, &) =0, 4,

gdzie {£n}72, € {0,2}

——

1

Wtedy Ar jest miarg probabilistyczng skupiong na C, tzn. Ag(C) = 1.
Skoro F stata poza C, to F/(x) =0dlax € R\ C. Ale \(C) =0, czyli
F'(x) = 0 A-pw. Zatem Ar <« X mimo, iz F'(x) istnieje \-pw.

Stw. (Zamiana miary w catce) Jesli pochodna Radona-Nikodyma f,’—z
istnieje, to f € L(v) wtedy i tylko wtedy, gdy £ - g—l’: € L(u) oraz

dv
A v /fdl/:/f-d.
feL(v) o N du 2




Dowdd: (1) Jesli f > 0 prosta, to f = >, yila,, gdzie {A;j}, CF
rozbicie przestrzeni X. Wtedy

fxde:,Zly"’/( i Zy,fA Z”dM_Zl)’ifxﬂAdydM

n
:fx ;Yi]lA;% dN:fxde du.

(2) Jezeli f > 0 mierzalna, to istniejg funkcje proste {f,}2°; C E(F)
takie, ze 0 < f,, /' f i wtedy takze f, d” / fd” bo d” > 0. Stad

Jy fdv Levi nILngofX fodv @ nIer;OfX fngz du Lew fx fd” du.

(3) Jezeli f dowolna mierzalna, to

feLl(v)— fX]f|dy<oo<:>fX|f\d“d,u<oo
= e Lp).
Jedli to zachodzi, to
-, v —dv
Jxfdv= [y ftdv— [(f~dv= [ FHedu— [ f 9% du
= [x(FEE) T dp — [ (F9) " du = [ FSLdp. u
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Prz. Dla zmiennej losowej & : 2 — R NWSR:
© & ma rozktad ciaggly, tzn. istnieje gestosc f dla p i
Q e < A, tzn. rozktad pu¢ jest absolutnie ciagty wzgledem A
© Dystrybuanta F zmiennej £ jest r6zniczkowalna A-prawie wszedzie
oraz [ F'd\ =1.

Jesli te réwnowazne warunki zachodza, to
d
F/(x) = "f SO =f0),  Apw.

Ponadto, jesli h: R — R funkcja borelowska (B(R)-B(IR)-mierzalna)
taka, ze h(&) ma wartos¢ oczekiwang (jest catkowalna), to

E(h(g)):/th,ug:/Rh-fd)\

Oznaczenie. Jesli f jest A-catkowalna na [a, b], to piszemy

b
Jf(x)dx:= [ fdA.
a [a,b] 11/11



